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3.5 La transformation de Fourier

On a vu dans le paragraphe précédent (voir théoréme 3.4.5), que la suite (e, ) ez,
olte, (t) = €% est une base hilbertienne de L2([0, 1], C), alors tout f € L2([0,1],C),
( de fagon équivatente tout f € L?(R,C), 1-périodique) est réprésenté par une sé-
rie de fonctions trigonométriques,
f=nez ]? (n)ey,, appelée série de Fourier de f.

~ 1 .
La suite des coefficients de Fourier f(n) = (f,e,) = /o f(t)e? ™ dt, vérifie I'iden-

1 .
tité de Parseval/0 f()[2dt =S |f(n)]*
nez

On souhaiterait La théorie des séries de Fourier s’applique aux fonctions pério-
diques ou de facon équivalente aux fonctions sur le cercle unité S!, elle associe a
une fonctions périodique une suite composée de ses coefficients de Fourier.

Dans cette partie, on développe un traitement traitement analogue, applicable a
tout élément de I'espace de L?(IR, C). On va commencer par associer a une fonction
(intégrable), une autre fonction, qui est une "version continue" des coéfficients de
Fourier.

3.5.1 Transformation de Fourier sur L!(R)

Soit f € L'(R), alors pour tout y € R on a |[f(x)e 2™| = |f(x)|, dou
/R f(x)e 2| dy = /R [f(x)|dx = ||f|l1 < +oc0, on peut donc définir :

3.5.1 DEFINITION R
1. Soit f € L}(IR). On appelle transformée de Fourier de f, la fonction f définie

par
) = [ fx)e ™z, vy e R

2. La transformation de Fourier est I'application

~:LY(R) — CR
f — f

3.5.2 REMARQUE _
1. En utilisant e =27 = cos(27txy) — isin(27txy), on a les implications :

(a) f est paire presque partout = f(y) =2 5" f(x) cos(2mtxy) dx.
(b) f est impaire presque partout = f(y) = —2i [;F* f(x) sin(27rxy) dx.

2 Ona f(y) = [ flx)e2mvdx = [ F(x)e™ dx = f(~y).
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On commence par rappeler deux résultats de la théorie de I'intégration :

3.5.3 THEOREME (THEOREME DE LA CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE)
Soit U un ouvert de R". Soient f,, n € IN, et f des fonctions mesurables sur U a
valeurs dans C, telles que

1. f(x) =lim,—e fu(x), presque partout sur U

2. ilexiste g € L'(U, C) telle que | fu(x)| < |g(x)| Vn €N,
presque partout sur U.

Alors, f € LY(U,C) etlim, e ||fn — fl1 = 0.
En particulier, nh_r>r010 /u fudy = /u fdu.

3.5.4 THEOREME (THEOREME DE FUBINI )

Soit f : Uy x Uy — C une fonction mesurable sur U; x Uy, ou U; est un ouvert de
R". Alors

(i) lesintégrales /1,11 </le |f(x1,x2)| dxz) dx; et /u2 </U1 | f(x1,x2)] dx1> dx; sont
de méme nature.

(ii) Sil'une d’elle converge alors

/ulxuz Flxn,x0) du = /u1 ( /uz F(Uy, Us) dx2> dxy = /u 2 ( /u Fla,m) dxl) dx,.

Dans la partie qui va suivre on va énoncer les propriétés de base de la transfor-
mation de Fourier.

Propriétés de la transformée de Fourier

Les fonctions considérées dans cette section, seront dans L! (R, C).

£ [leo < Il f]l1-

Démonstration: En effet, pour tout y € R, |fi = x)e B | dx| <
p y Y R

[ 1F ) dx = | £l .

L'application f : R — C est continue.



3. Espaces de Hilbert: La transformation de Fourier 138

Démonstration: Soit (yi) une suite dans R telle que limy_, o, yx = y. Alors
pour presque tout x € R, onalimy_, o, f(x)e 27k = f(x)e 27, et comme
|f(x)e=2™¥k| = | f(x)| est intégrable et ne dépend pas de yi, d’apres le théo-
réme de convergence dominée, limy_, . o f(yx) = f(v). n

3.5.7 LEMME (THEOREME DE RIEMANN-LEBESGUE)

Si f e LY(R,C)alors lim f(y) = 0.
|yl —=+e0

Démonstration: Soita < bet f = 1, alors pour y # 0 on aura

1

(E—Zinxb . e—Zinxu) dx| <
mly|

F)l=|[ e

a

_ 1
| 2imy
d'ott lim f(y) =0.

lyl=+oo

Alors, par linéarité de l'intégrale, cette propriété sera satisfaite par toute fonc-
tion en escalier, i.e. tout élément de Vectc {1, |2 < b}.

Soit f € LY(R,C) et ¢ > 0. Par densité des fonctions en escaliers dans
LY(R,C), il existe g € Vectc{1(, |a < b} telle que ||f — g1 < e. D’aprés la

propriété [P | || — §lleo < [|If —glh <& Dou

F < 1F W) =8I +18W)| < I1f = &lleo + 18] < e+ 18(1)1-

En passant a la limite lorsque |y| tends vers +co, on obtient | |lirn f(y)| <e,
Y|——+o0

o~

¢ étant arbitraire ceci entraine, lim |f(y)| = 0.
ly| =00

On peut résumer les propriétés ‘ P}, | P, ‘ et ‘ P3 ‘ par

4

3.5.9 THEOREME
La transformation de Fourier ~: L'(R) — Cy(IR) est une application li-
néaire continue de norme < 1 de L' (IR) muni de la norme ||.||; dans Co(R) =
{f:R — C| continue et lim,|_,, f(x) = 0} muni de la norme ||.|«.

3.5.10 EXEMPLE. (i) Soita > 0et f =1[_, 4.

. £ _ ? —2imxy _ ? — sin(27wy)
Alors,siy # 0, f(y) /_ae dx 2/0 cos(2mxy) dx =2 27y
sin(2rtay) .
et]?(O):/Lz dx = 2a. D'ou f(y) = Yy sty #0
—a

2a siy =0
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(i) g(x) = e 1R,

A +oo . oo .
Alors f(y) :/o exez””‘ydx:/o e~ X(A1+2imy) gy — 1

1+ 2imy

3.5.11 DEFINITION
Soit f : R — C.

(a) Soit a € R. On définit 'opérateur translation 7, par :
wf(x) = f(x —a).
(b) Pour A € R*. On définit 'opérateur dilatation o, par

orf(x) = f(Ax).

i Tf(y) = e 2TV f(y).
ii. xf(y) = A f($)-

Démonstration: 1) .

?ﬂ?( ) — f(x _ El) 27Xy gy — / f ¥ — a efZin(xfa)yeﬁrmy dx —
217‘(11_// f —2im(x— a)ydx_e 21mzyf( )

ii) En utilisant le changement de Variable z = Ax, on obtient

UAf /f /\x Zznxydx _ M’ / f —2z7rz dZ _ wf(i)

i) Sildg.f € LY(R) alors f est dérivable et

A~

(F) ) = —2in(ldr.f)(w).
ii) Si f € L}(R) et f' € L(R) alors
fily) = (2i7fy)f (v)-
Démonstration: 1) Ona? Fly +h / f(x)e2imxy (m_l> dx.

hy
pose fu(x) = f(x)e —2imxy (‘2”;;;’”1)

n
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e—Zinxhn o

1 , 1
Comme — | = —Zznx/ e~ 2t 41 < 271|x|, on aura
0
n

|fu| < 27|IdR.f| qui est, par hypothése dans L!. D’autre part, hlimo fu(x) =
n—r

—2imtx f(x)e 2™ presque partout. Alors, le théoréme de la conver-
gence dominée, donne

(]?)/ (]/) = lim f(y + h /]R lim fn dx = /]R(_21'7-53(7)f(x)efZir(xy£

hy—0 hy—0
ie. (f) (v) = —2i7r(1d1R. ).
ii) Comme f € L'(R) et ' € L}(R)
limy 4o |f(x)e 27| = limy| 10 |f(x)| = 0 et une intégration
par parties donne alors :

—2imx . —2intxy] B i —2imx
/y):/]Rf’(x)e HTY dy = ﬁllr-?oo [f(x)e Zﬂy}A—FZzny/]Rf(x)e 2T3Y g

Dot f'(y) = 2imyf(y)-

Exemple fondamental : 1a gaussienne e

3.5.14 LEMME
Jre ™ dx = 1.

Démonstration: En effet, un changement de variable en coordonnées po-
laires donne

(/ o dx) /+oo/+oo () gy = /()27T/()+00(3_7"2 rdr d6

677'[1’
=2 =1.
T 27 =

3.5.16 LEMME , ~
Sigp(x) =e ™ alors: ¢ = ¢

Démonstration: On a ¢'(x) = —2mx¢(x), d’ott ¢ = m ce qui donne
217‘(y4> = —i¢’. Ainsi gb est solution de l’equatlon différentielle, —27ty¢ =

i¢' ie. p(y) = ce™ ™ ete = (0) = fpe ™ dx = 1.
Donc, ¢(y) = e~ ™", m

Si f, g € L(R), alors f xg € L'(R) et f x g = f g,

ou f* ¢ = Jg f(x —2)g(z) dz est le produit de convolution de f et g.
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Démonstration: D’apres 1'inégalité de Young (voir 4.2.32) , ||f * gll1 <

Ifll1llgll, d’ou f + g € L}(RR).
Pour y € R fixé, on a, a I'aide du théoreme de Fubini,

Fraly) = [ fra@e ™ ax= [ [ f(x—z)gz)e 2™ dzdx
/ g Z —2z7rxz /]Rf(x _Z)e—2i7r(x—2)y dx) dz :f(y)/]Rg(z)e—Zirrxz)dz _
y)8(y)- .

(Formule de transfert) Si f, g € L'(R), alors :

J g dx = [ F()3(x) dx

Démonstration: Comme f, ¢ € LY(R), fetg € Cy € L®(R), dotr fg et g €
L!. Ainsi les deux intégrales sont bien définies.
Par le théoreme de Fubinion a:

/f dx—/ (/]Rf(z)ezmzxdz)g(x)dx
_/f (/ —Zznzxdx> dZ—/f

3.5.2 Transformation de Fourier sur L*(IR,C)

On a définit la transformation de Fourier sur L'(R) on rappelle que L!(RR) et
L?(R) ne sont pas comparable, ainsi la transformation de Fourier n’est définie

que sur L2(R) N LY(R). En effet, si f € L?(R) \ L'(R) alors /]Rf(x)ezmxy dx di-
verge pour tout y € IR. Pour surmonter cette difficulté, on va utiliser la densité de
L*(R) N LY(R) dans L?(R) et le théoréme de prolongement des application uni-

formément continues (voir 4.2.34 ), on obtiendra un isomorphisme isométrique
F : L2(R) — L%(R), appelé transformation de Fourier-Plancherel.

3.5.20 PROPOSITION R
Soit f € L?(R), a support compact. Alors f existe et

—
Juy

2

A1l = ([ 1F)Pax)” = ([ 1f)Rdx)* = If]l2

En particulier, si f € L2(R) alors f € L2(R).
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Démonstration: Si f € L?(R) et a support compact, alors f € L!(R). En effet, soit
[a,b] C R tel que f(x) = 0 sur R\ [a,b], par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on
aura [ |f(x)|dx = J7 |f(x)|dx < Vb —al|f].
On pose g(t) = f((b—a)t+ a), alors g est a support dans [0,1] et d’apres la
propiété
e2imay

s =5—F ()

Dou |3(y)| = bl—ﬂf(%) | et par suite

Py = G F 0P A= 1715

1215

D’autre part,

1 1
Is1B = [ f( -+ a)Pde= = [ 1f@)Pdu= =S If1B

On est ainsi ramener a prouver la proposition pour g € L?([0,1]). Pour tout x € R

ona|g(t)| = [e¥™¢(t)], et I'identité de Parseval nous donne,
IsB= [ ls)Pdt = [ 12 g di = 3 [gn + )
nezZ

En intégrant, sur x € [0, 1], on obtient,

IslB= [ IslBax= [ 3 lgn+mPax =3 [ lgo)Pax = g3

nez nez

LEMME
L?(R) N L'(R) est dense dans L?(IR).

Démonstration: Soit f € L>(R) et e > 0. Alors, il existe N > 0 tel que
2 2
x)|“dx < e
Jn @

On pose fy = f.1_y N Alors, fy € L'(R) et [|f — fnll2 < e.
En effet, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, /]R |fn(x)|dx < V2N||f|l2 < +o0

etlf—flB= [  Ifx)Pdx < .

|x|>N
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3.5.24 THEOREME (TRANSFORMATION DE FOURIER-PLANCHEREL)
Il existe une unique application linéaire continue de .% : L?(R) — L?(R), appelée
transformation de Fourier-Plancherel, telle que

1. pour tout f € L}(R) N L?(R), Z (f) :f

2. .7 est une isométrie i.e.pour tout f € L2(R), | .#(f) ]2 = |fll2, de fagcon
équivalente pour f, ¢ éléments de L?(R) on a:

(Z(f), 7)) = (/8

3. Pour f € L*(R), on pose pour n € N, f,, = JR L
Alors hm I fe—Z(f) |2 =0

Démonstration: Soit f € L?(R). On pose pourn € N, f,, = fLnn

. —

D’apres la proposition précédente, pour tout y € R fn(y) = fl_pu(y) =
I f(x)e? ™Y dx existe et

[Py = [ |f(o)Pax

D’autre part, pour n > m, on a

fo = full3 = W=l = I = full3 = [ 1F0)Px = [* ()P

ce qui entraine que la suite (f;)nen est de Cauchy dans L2(R) et donc converge,
on définit alors

Z(f):= lim fy.

n——400

Comme L?(R) N L'(R) est dense dans L?(IR), 'extension .# de la transforma-
tion de Fourier est unique, linéaire et continue (voir 4.2.34).
Par continuité de la norme, on aura

1Z(F) 2= Jim fulla =1 lim_fulla = [
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3.5.3 Polyndmes et fonctions d’"Hermite

Posons @o(x) = e 2 ot constatons que pour tout entier n > 0 la dérivée nieme de
@o est de la forme

9" (x) = (=1)"Ha(x)go(x)
ot Hy, est un polyndme de degré n, appelé polynome d’Hermite.

PROPOSITION
La suite des polydmes d'Hermite (H, ), satisfait :

1) Pour toutn € N, H,, .1 = 4nxH,, — H;Z,

2) Pour tout n € IN, H;, est un polyndme de degré n de coefficient dominant 4" 7r".
0 sin#m

27X 4.
3) /RHm(x)Hn(X)e dx = {"'(j%f) sin=m.

Démonstration: 1) En effet, par définition,

2

H,.q(x) = (—1)"+1 ((—1)"Hn(x)e—2m2)’e2“ = —(—47mxH, (x) + Hy(x)").

2) Ona Hy =1, Hi(x) = 27tx et la relation de récurrence donne facilement, pour
tout n € N, H,, est un polyndme de degré n de coefficient dominant (47)".
3) On pose I, = /]Rxmq)n(x)dx ol ¢u(x) = Hn(x)e_zm‘2 = (—1)”4)(()”)(3(). On a

Qn = _40;1—1 pour tout n > 1. Pour tous entiers m, n > 1,
Lon = [—x" @1 ()] + m /IR AL 1 (x)dx = mly_1 1.
Sim < n on déduit par récurrence,

Ly = m!ly, = m! /]R Pn—m(x)dx =0

(car ¢u—m est la dérivée d’une fonction qui tend vers 0 en +oco, d’our la nullité
de I'intégrale). Donc ¢, est orthogonale aux monodmes de degré < n; par suite,
puisque H;, est combinaison linéaire de mondmes de degrés < n on aura

/IR L, (x)Hy (x)e 2™ dx = 0.

On a aussi pour m = n
n!
"ga(x)dx = n! [ go(x)dx = =
Jox om0y =t [ go(x)dx = 7
puisque H;, est un polydome de degré n de coefficient dominant 4" 7t", on aura,

T - N non _ nl4"n"
/]RHn(x)Hn(x)e 2 dx—/IRHn(x)qon(x)dx—/]Rél T x" @y (x)dx = 7
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La proposition précédente donne une suite orthonormée de fonctions dans L?(R), en

posant hy,(x) = —Hn( Je~ 2 pour tout n > 0, oit ¢, = ”'%Tn ce sont les fonctions

d’Hermite. En eﬁfet d’apres la proposition 3.5.26, quand m # n on a

/h dx—/Hm Hn()_zm‘zdx:{o sin 7 m

1 sin=m.

3.5.28 THEOREME
La suite (/,),eN est une base hilbertienne de L?(IR).

Démonstration: 1l suffit de montrer que (h,),cN est totale.
Soit f € L2(R) et ¢ > 0. Soit ¢ : R — C une fonction continue a support
compact telle que || f — g[[> < 5.

Comme x — g(x)e”’“2 est continue a support compact, il existe un polyéome P tel

que
2

. 2 &
[ lg(x)e™ = P(x)Pdx < 5
Alors

Juy

1

([ 1) = Pxe ™ dx)* < ([ 1) — g0 dx) ' + ([ 3(x) - P)e ™" )

Comme

—nx 2 mx? 2 —2mx? < X
/. Jstx 2dx = [ |gx)e™ —P(x)[fe ™ dx < [ |g(x)e

on aura

2

— P(x)*dx,

NI—=

(/]R f(x) = 1’(x)e*7“‘2|2 dx) < §+§ _

ceci termine la démonstration puisque tout polynome P est combinaison linéaire

de polyndmes d’'Hermite et donc P(x)e’”x2 est une combinaison linéaire de fonc-
tions d'Hermite. [ ]

3.5.30 REMARQUE
Les fonctions d’Hermite sont des éléments de L' (R) N L?(R).

3.5.31 PROPOSITION R
On a pour tout n € N, hy, = (—i)"hy,.

Nl—
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Démonstration: On a déja vu que hy = ho. Supposons que h, = (—i)"h,. Comme

hn(x) = Cn1_|_1 H,H_l(x)e*rfxz _ Cnl—H (anhn(x) —Hn (X))

Alors 1 (y) = 1 (27ldgha(y) — By (y)) = 2 (27 (S (1) (v)) — 2imyha (),

d’ou

7 1 S\ i _(_i)nJrl ! o — (_\ntl

1 (y) = o= (i) (9) = 2imyhn(y)) = = (W) = 2imyhn(y)) = (=" hasa v).

Puisque, I'image par la transformation de Fourier de la base hilbertienne (hy),enN est la
base hilbertienne ((—i)"hy,)neN, on déduit du théoreme 3.5.24

3.5.33 COROLLAIRE
La transformation de de Fourier—Plancherel F : 12(R) — L?(R) est un isomor-
phlsme isométrique et 7! = Z et Z(F(f))(x) = f(—x)
ZF :12(R) — L2(R) est définie par .7 (f) := Z(f).

Démonstration: On a pour tout f € L?(R), f = > {f, hy, )hy d’01
nelN

F(f) = > (f u)hn = > (=) (f, hu)hn

nelN nelN

5
h
>
Il
)
5
Il

4 (Z (i)”<f/hn>hn> = > O (=)"(f, ) = f.

nelN nelN

\ LY(R).

3.5.35 EXEMPLE. Soit f = e *lg, € L'(IR) NL?(R). Comme f(y) = mmy € L2(R)
(x) = f(—x)

La transformation de Fourier-Plancherel nous donne alors : .7 (% (f))

h FRE) = (159 ) () = {Ox x>0

1+ 2imy e six <0

(iii) h(x) = xe 1R, . Alors h(x) = xg(x), d’oit

o ~19g -1 =2ir 1
My) =x8W) = 55, W) = 2 T 2imy ~ (G 2imy)?
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COROLLAIRE
La transformation de Fourier ~: L1(R) — Cy(R) est injective.

Démonstration: Soit f € LY(R) telle que f = 0. Soit f, une suite de fonctions
continues a support compact, telle que lim, 1 ||f — fuli = 0. Comme f, €

L'(R) N L2(R) on aura || fy|l2 = || fu|l2, par suite im, o || fu|l2 = 0.
Soit K un compacte de IR, alors par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

I fru-Txlls < || full2- [Tk |2

et par passage a la limite on aura f1x = 0 comme K est un compact arbitraire, ceci
entraine que f = 0. |

REMARQUE
La transformation de Fourier ~: L!(R) — Cy(RR) n’est pas surjective.
En effet, soit f, = 1_,, ,j x 1|_q 1), alors

sin(27tnx) sin(27x)

gn=F (fu) = F (L _pn)-F (L _11) =

nx ;X
d,Ofl g\n — ﬁ(gn) — fn. )
Comme pour x € [0, 71/2], smx(x) > i on aura
s1n(2n 7TX) sm u
> —
lgull > = [T g LS

Cette deniere intégrale tend vers +oo lorsque n — oo car la fonction u + SI¥

n’est pas intégrable.

Maintenant, si la transformation de Fourier était surjective, comme elle est in-
jective et que L'(IR) et Cy(IR) sont des espaces de Banach, elle serait, d’apres le
théoreme d’isomorphisme de Banach, un isomorphisme d’espace de Banach. En
particulier, la réciproque serait continue, et il existerait C > 0 telle que, pour tout
f de LY(R), on aurait ||| > C||f|/1. Mais alors, pour tout n € N, ||gu|l1 <

Cl| fullo < 2C, ce qui est absurde puisque limy,— o0 ||gn|[1 = +00.

En fait on a le théoreme d’inversion suivant :

THEOREME (THEOREME D’INVERSION) __
Soit f € L'(R) telle que f € LY(R), alors f (x) = f(—x) u P-p-
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COROLLAIRE

La transformation de Fourier ~: L'(R) — Cy(R) est un monomorphisme d’al-
gébre de Banach, ot1 L' (R) est muni de la norme ||.||; et du produit de convolution,
alors que Cyp(IR) est muni de la norme ||.||« et de la multiplication ordinaire.

EXEMPLE. Si f(x) = e 1, alors f(y) = ATa
appliquer le théoréme d’inversion pour obtenir,

Comme f € LY(R), on peut

F(x) = f(—x) pour tout x € R ( car, f est continue). En utilisant la parité de f,
+o0 cos(2mxy) ;e
1+ 4722 YTy

on obtient l'identité : /
0

Transformation de Fourier en dimension quelconque

En suivant une démarche analogue, on peut définir la transformée de Fourier sur
L2(RY) oit d est un entier positif. C'est un isomorphisme isométrique de L*>(R%) dans
L2(R%), que I'on note encore .Z, telle que

FoF =1d,

etsi f € L'(RY) NL2(RY), .Z(f) = f est définie par f(y /f “27xY gy,

oit x.y désigne le produit scalaire dans RY des vecteurs x et y.
Pour tout d-uplet « = (aq, ..., ag) on note |a| = ay + - - - + ay la longueur de «,
ol

9 — W et x* = xi' ... x5, pour tout x = (x1, ..., x7) € R% On obtient de

la méme maniere le formulaire de base,

f(x) | 0*f(x) (f+8)(x) [ f(x—a), aeR? f(1 x),
fy) | @im) My fy) | f)8(y) | e 2™ 2f(y) ||dﬂi)




