
3. Espaces de Hilbert: La transformation de Fourier 136

3.5 La transformation de Fourier
On a vu dans le paragraphe précédent ( voir théorème 3.4.5), que la suite (en)n2Z,

où en(t) = e2ipnt, est une base hilbertienne de L2([0, 1], C), alors tout f 2 L2([0, 1], C),
( de façon équivatente tout f 2 L2(R, C), 1-périodique) est réprésenté par une sé-
rie de fonctions trigonométriques,
f =

P
n2Z

bf (n)en, appelée série de Fourier de f .

La suite des coefficients de Fourier bf (n) = h f , eni =
Z 1

0
f (t)e2ipnt dt, vérifie l’iden-

tité de Parseval
Z 1

0
| f (t)|2 dt =

X

n2Z

| bf (n)|2.

On souhaiterait La théorie des séries de Fourier s’applique aux fonctions pério-
diques ou de façon équivalente aux fonctions sur le cercle unité S1, elle associe à
une fonctions périodique une suite composée de ses coefficients de Fourier.

Dans cette partie, on développe un traitement traitement analogue, applicable à
tout élément de l’espace de L2(R, C). On va commencer par associer à une fonction
( intégrable), une autre fonction, qui est une "version continue" des coéfficients de
Fourier.

3.5.1 Transformation de Fourier sur L1(R)

Soit f 2 L1(R), alors pour tout y 2 R on a | f (x)e�2ipxy| = | f (x)|, d’oùZ

R
| f (x)e�2ipxy| dx =

Z

R
| f (x)| dx = k f k1 < +•, on peut donc définir :

3.5.1 DÉFINITION
1. Soit f 2 L1(R). On appelle transformée de Fourier de f , la fonction bf définie

par
bf (y) =

Z

R
f (x)e�2ipxy dx, 8y 2 R.

2. La transformation de Fourier est l’application

b : L1(R) �! CR

f 7�! bf

3.5.2 REMARQUE
1. En utilisant e�2ipxy = cos(2pxy) � i sin(2pxy), on a les implications :

(a) f est paire presque partout ) bf (y) = 2
R+•

0 f (x) cos(2pxy) dx.
(b) f est impaire presque partout ) bf (y) = �2i

R+•
0 f (x) sin(2pxy) dx.

2. On a bf (y) =
Z

R
f (x)e�2ipxy dx =

Z

R
f (x)e2ipxy dx = bf (�y).
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On commence par rappeler deux résultats de la théorie de l’intégration :

3.5.3 THÉORÈME (THÉORÈME DE LA CONVERGENCE DOMINÉE DE LEBESGUE)
Soit U un ouvert de Rn. Soient fn, n 2 N, et f des fonctions mesurables sur U à
valeurs dans C, telles que

1. f (x) = limn!• fn(x), presque partout sur U
2. il existe g 2 L1(U, C) telle que | fn(x)|  |g(x)| 8n 2 N,

presque partout sur U.
Alors, f 2 L1(U, C) et limn!• k fn � f k1 = 0.
En particulier, lim

n!•

Z

U
fn dµ =

Z

U
f dµ.

3.5.4 THÉORÈME (THÉOREME DE FUBINI )
Soit f : U1 ⇥ U2 ! C une fonction mesurable sur U1 ⇥ U2, où Ui est un ouvert de
Rni . Alors

(i) les intégrales
Z

U1

ÇZ

U2
| f (x1, x2)| dx2

å
dx1 et

Z

U2

ÇZ

U1
| f (x1, x2)| dx1

å
dx2 sont

de même nature.
(ii) Si l’une d’elle converge alors

Z

U1⇥U2
f (x1, x2) dµ =

Z

U1

ÇZ

U2
f (U1, U2) dx2

å
dx1 =

Z

U2

ÇZ

U1
f (x1, x2) dx1

å
dx2.

Dans la partie qui va suivre on va énoncer les propriétés de base de la transfor-
mation de Fourier.

Propriétés de la transformée de Fourier

Les fonctions considérées dans cette section, seront dans L1(R, C).

P1 k bf k•  k f k1.

Démonstration: En effet, pour tout y 2 R, | bf (y)| =
����
Z

R
| f (x)e�2ipxy| dx

���� 
Z

R
| f (x)| dx = k f k1. ⌅

P2 L’application bf : R ! C est continue.
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Démonstration: Soit (yk) une suite dans R telle que limk!+• yk = y. Alors
pour presque tout x 2 R, on a limk!+• f (x)e�2ipxyk = f (x)e�2ipxy, et comme
| f (x)e�2ipxyk | = | f (x)| est intégrable et ne dépend pas de yk, d’après le théo-
rème de convergence dominée, limk!+•

bf (yk) = bf (y). ⌅

P3

3.5.7 LEMME (THÉORÈME DE RIEMANN-LEBESGUE)
Si f 2 L1(R, C) alors lim

|y|!+•
bf (y) = 0.

Démonstration: Soit a < b et f = 1[a,b] alors pour y 6= 0 on aura

| bf (y)| =

�����

Z b

a
e�2ipxy dx

����� =

�����
1

�2ipy
(e�2ipxb � e�2ipxa) dx

����� 
1

p|y|

d’où lim
|y|!+•

bf (y) = 0.

Alors, par linéarité de l’intégrale, cette propriété sera satisfaite par toute fonc-
tion en escalier, i.e. tout élément de VectC{1[a,b] | a < b}.
Soit f 2 L1(R, C) et # > 0. Par densité des fonctions en escaliers dans
L1(R, C), il existe g 2 VectC{1[a,b] | a < b} telle que k f � gk1 < #. D’après la
propriété P1 , k bf � bgk•  k f � gk1 < #. D’où

| bf (y)|  | bf (y) � bg(y)| + |bg(y)|  k bf � bgk• + |bg(y)|  # + |bg(y)|.

En passant à la limite lorsque |y| tends vers +•, on obtient lim
|y|!+•

| bf (y)| < #,

# étant arbitraire ceci entraîne, lim
|y|!+•

| bf (y)| = 0.

On peut résumer les propriétés P1 , P2 et P3 par

3.5.9 THÉORÈME
La transformation de Fourier b : L1(R) �! C0(R) est une application li-
néaire continue de norme  1 de L1(R) muni de la norme k.k1 dans C0(R) =
{ f : R ! C | continue et lim|x|!+• f (x) = 0} muni de la norme k.k•.

3.5.10 EXEMPLE. (i) Soit a > 0 et f = 1[�a,a].

Alors, si y 6= 0, bf (y) =
Z a

�a
e�2ipxy dx = 2

Z a

0
cos(2pxy) dx = 2

sin(2pay)
2py

et bf (0) =
Z a

�a
dx = 2a. D’où bf (y) =

8
>><

>>:

sin(2pay)
py

si y 6= 0

2a si y = 0
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(ii) g(x) = e�x1R+ .

Alors bf (y) =
Z +•

0
e�xe�2ipxy dx =

Z +•

0
e�x(1+2ipy) dx =

1
1 + 2ipy

.

3.5.11 DÉFINITION
Soit f : R ! C.

(a) Soit a 2 R. On définit l’opérateur translation ta par :

ta f (x) = f (x � a).

(b) Pour l 2 R⇤. On définit l’opérateur dilatation s

l

par

s

l

f (x) = f (lx).

P4 i. ‘ta f (y) = e�2ipay bf (y).

ii. ‘s
l

f (y) = 1
|l|
bf ( y

l

).

Démonstration: i) .
‘
ta f (y) =

Z

R
f (x � a)e�2ipxy dx =

Z

R
f (x � a)e�2ip(x�a)ye2ipay dx =

e2ipay
Z

R
f (x � a)e�2ip(x�a)y dx = e�2ipay bf (y).

ii) En utilisant le changement de variable z = lx, on obtient
‘
s

l

f (y) =
Z

R
f (lx)e�2ipxy dx =

1
|l|

Z

R
f (z)e�2ipz( y

l

) dz =
1

|l|
bf (

y
l

)

⌅

P5 i) Si IdR. f 2 L1(R) alors bf est dérivable et

⇣
bf
⌘0

(y) = �2ipŸ�(IdR. f )(y).

ii) Si f 2 L1(R) et f 0 2 L1(R) alors

cf 0(y) = (2ipy) bf (y).

Démonstration: i) On a
bf (y + hn) � bf (y)

hn
=
Z

R
f (x)e�2ipxy

 
e�2ipxhn � 1

hn

!

dx.

pose fn(x) = f (x)e�2ipxy
⇣

e�2ipxhn�1
hn

⌘
.
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Comme
�����
e�2ipxhn � 1

hn

����� =

������2ipx
Z 1

0
e�2ipxhnt dt

�����  2p|x|, on aura

| fn|  2p|IdR. f | qui est, par hypothèse dans L1. D’autre part, lim
hn!0

fn(x) =

�2ipx f (x)e�2ipxy presque partout. Alors, le théorème de la conver-
gence dominée, donne
⇣
bf
⌘0

(y) = lim
hn!0

bf (y + hn) � bf (y)
hn

=
Z

R
lim

hn!0
fn(x) dx =

Z

R
(�2ipx) f (x)e�2ipxy dx

i.e.
⇣
bf
⌘0

(y) = �2ipŸ�(IdR. f )(y).

ii) Comme f 2 L1(R) et f 0 2 L1(R)
lim|x|!+• | f (x)e�2ipxy| = lim|x|!+• | f (x)| = 0 et une intégration
par parties donne alors :

cf 0(y) =
Z

R
f 0(x)e�2ipxy dx = lim

B!+•
A!�•

î
f (x)e�2ipxyóB

A + 2ipy
Z

R
f (x)e�2ipxy dx

D’où cf 0(y) = 2ipy bf (y).

Exemple fondamental : la gaussienne e�px2

3.5.14 LEMMER
R e�px2 dx = 1.

Démonstration: En effet, un changement de variable en coordonnées po-
laires donneÅZ

R
e�px2

dx
ã2

=
Z +•

�•

Z +•

�•
e�p(x2+y2) dx =

Z 2p

0

Z +•

0
e�pr2

rdr dq

= 2p

2

4e�pr2

2p

3

5
+•

0

= 1. ⌅

3.5.16 LEMME
Si f(x) = e�px2 alors : bf = f

Démonstration: On a f

0(x) = �2pxf(x), d’où c
f

0 = ÿ��2pxf ce qui donne
2ipy bf = �i bf0. Ainsi bf est solution de l’équation différentielle, �2py bf =

i bf0 i.e. bf(y) = ce�py2 , et c = b
f(0) =

R
R e�px2 dx = 1.

Donc, bf(y) = e�py2 . ⌅

P6 Si f , g 2 L1(R), alors f ⇤ g 2 L1(R) et ’f ⇤ g = bf bg,
où f ⇤ g =

R
R f (x � z)g(z) dz est le produit de convolution de f et g.
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Démonstration: D’après l’inégalité de Young (voir 4.2.32) , k f ⇤ gk1 
k f k1kgk1, d’où f ⇤ g 2 L1(R).
Pour y 2 R fixé, on a, à l’aide du théorème de Fubini,
’f ⇤ g(y) =

Z

R
f ⇤ g(x)e�2ipxy dx =

Z

R

Z

R
f (x � z)g(z)e�2ipxy dz dx

=
Z

R
g(z)e�2ipxz

ÅZ

R
f (x � z)e�2ip(x�z)y dx

ã
dz = bf (y)

Z

R
g(z)e�2ipxz) dz =

bf (y) bg(y). ⌅

P7 (Formule de transfert) Si f , g 2 L1(R), alors :

Z

R

bf (x)g(x) dx =
Z

R
f (x)bg(x) dx

Démonstration: Comme f , g 2 L1(R), bf et bg 2 C0 ⇢ L•(R), d’où bf g et f bg 2
L1. Ainsi les deux intégrales sont bien définies.
Par le théorème de Fubini on a :

Z

R

bf (x)g(x) dx =
Z

R

ÅZ

R
f (z)e�2ipzx dz

ã
g(x) dx

=
Z

R
f (z)

ÅZ

R
g(x)e�2ipzx dx

ã
dz =

Z

R
f (z)bg(z) dz.

3.5.2 Transformation de Fourier sur L2(R, C)

On a définit la transformation de Fourier sur L1(R) on rappelle que L1(R) et
L2(R) ne sont pas comparable, ainsi la transformation de Fourier n’est définie
que sur L2(R) \ L1(R). En effet, si f 2 L2(R) \ L1(R) alors

Z

R
f (x)e2ipxy dx di-

verge pour tout y 2 R. Pour surmonter cette difficulté, on va utiliser la densité de
L2(R) \ L1(R) dans L2(R) et le théorème de prolongement des application uni-
formément continues (voir 4.2.34 ), on obtiendra un isomorphisme isométrique
F : L2(R) ! L2(R), appelé transformation de Fourier-Plancherel.

3.5.20 PROPOSITION
Soit f 2 L2(R), à support compact. Alors bf existe et

k f k2 =
ÅZ

R
| f (x)|2 dx

ã 1
2

=
ÅZ

R
| bf (x)|2 dx

ã 1
2

= k bf k2.

En particulier, si f 2 L2(R) alors bf 2 L2(R).
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Démonstration: Si f 2 L2(R) et à support compact, alors f 2 L1(R). En effet, soit
[a, b] ⇢ R tel que f (x) = 0 sur R \ [a, b], par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on
aura

R
R | f (x)| dx =

R b
a | f (x)| dx 

p
b � ak f k2.

On pose g(t) = f ((b � a)t + a), alors g est à support dans [0, 1] et d’après la
propiété P4

bg(y) =
e2ipay

b � a
bf
Å y

b � a

ã

D’où |bg(y)| = 1
b�a | bf

Ä y
b�a
ä
| et par suite

kbgk2
2 =

1
(b � a)2

Z

R
| bf
Å y

b � a

ã
|2 dy =

1
(b � a)

Z

R
| bf (u)|2 du =

1
(b � a)

k bf k2
2.

D’autre part,

kgk2
2 =

Z

R
| f ((b � a)t + a)|2 dt =

1
(b � a)

Z

R
| f (u)|2 du =

1
(b � a)

k f k2
2

On est ainsi ramener à prouver la proposition pour g 2 L2([0, 1]). Pour tout x 2 R

on a |g(t)| = |e2ipxtg(t)|, et l’identité de Parseval nous donne,

kgk2
2 =

Z 1

0
|g(t)|2 dt =

Z 1

0
|e2ipxtg(t)|2 dt =

X

n2Z

|bg(n + x)|2.

En intégrant, sur x 2 [0, 1], on obtient,

kgk2
2 =

Z 1

0
kgk2

2 dx =
Z 1

0

X

n2Z

|bg(n + x)|2 dx =
X

n2Z

Z n+1

n
|bg(x)|2 dx = kbgk2

2.

3.5.22 LEMME
L2(R) \ L1(R) est dense dans L2(R).

Démonstration: Soit f 2 L2(R) et # > 0. Alors, il existe N > 0 tel que
Z

|x|>N
| f (x)|2 dx < #

2.

On pose fN = f .1[�N,N]. Alors, fN 2 L1(R) et k f � fNk2 < #.

En effet, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne,
Z

R
| fN(x)| dx 

p
2Nk f k2 < +•

et k f � fNk2
2 =

Z

|x|>N
| f (x)|2 dx < #

2. ⌅
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3.5.24 THÉORÈME (TRANSFORMATION DE FOURIER-PLANCHEREL)
Il existe une unique application linéaire continue de F : L2(R) ! L2(R), appelée
transformation de Fourier-Plancherel, telle que

1. pour tout f 2 L1(R) \ L2(R), F ( f ) = bf

2. F est une isométrie i.e.pour tout f 2 L2(R), kF ( f ) k2 = k f k2, de façon
équivalente pour f , g éléments de L2(R) on a :

hF ( f ), F (g)i = h f , gi

3. Pour f 2 L2(R), on pose pour n 2 N, fn = f .1[�n,n].
Alors lim

n!+•
k bfn � F ( f ) k2 ! 0

Démonstration: Soit f 2 L2(R). On pose pour n 2 N, fn = f .1[�n,n].

D’après la proposition précédente, pour tout y 2 R bfn(y) = ⁄�f .1[�n,n](y) =
R n
�n f (x)e2ipxy dx existe et

Z

R
| bfn(y)|2 dy =

Z n

�n
| f (x)|2 dx.

D’autre part, pour n � m, on a

k bfn � bfmk2
2 = kŸ�fn � fmk2

2 = k fn � fmk2
2 =

Z n

�n
| f (x)|2 dx �

Z m

�m
| f (x)|2 dx

ce qui entraîne que la suite ( bfn)n2N est de Cauchy dans L2(R) et donc converge,
on définit alors

F ( f ) := lim
n!+•

bfn.

Comme L2(R) \ L1(R) est dense dans L2(R), l’extension F de la transforma-
tion de Fourier est unique, linéaire et continue (voir 4.2.34).

Par continuité de la norme, on aura

kF ( f ) k2 = k lim
n!+•

bfnk2 = k lim
n!+•

fnk2 = k f k2.
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3.5.3 Polynômes et fonctions d’Hermite

Posons j0(x) = e�2px2 et constatons que pour tout entier n � 0 la dérivée nième de
j0 est de la forme

j

(n)
0 (x) = (�1)nHn(x)j0(x)

où Hn est un polynôme de degré n, appelé polynôme d’Hermite.
3.5.26 PROPOSITION

La suite des polyômes d’Hermite (Hn)n2N satisfait :
1) Pour tout n 2 N, Hn+1 = 4pxHn � H0

n,
2) Pour tout n 2 N, Hn est un polynôme de degré n de coefficient dominant 4n

p

n.

3)
Z

R
Hm(x)Hn(x)e�2px2

dx =

8
<

:
0 si n 6= m
n!(4p)n

p
2

si n = m.

Démonstration: 1) En effet, par définition,

Hn+1(x) = (�1)n+1
⇣
(�1)nHn(x)e�2px2⌘0

e2px2
= �(�4pxHn(x) + Hn(x)0).

2) On a H0 = 1, H1(x) = 2px et la relation de récurrence donne facilement, pour
tout n 2 N, Hn est un polynôme de degré n de coefficient dominant (4p)n.

3) On pose Im,n =
Z

R
xm

jn(x)dx où jn(x) = Hn(x)e�2px2
= (�1)n

j

(n)
0 (x). On a

jn = �j

0
n�1 pour tout n � 1. Pour tous entiers m, n � 1,

Im,n = [�xm
jn�1(x)]+•

�• + m
Z

R
xm�1

jn�1(x)dx = mIm�1,n�1.

Si m < n on déduit par récurrence,

Im,n = m!I0,n = m!
Z

R
jn�m(x)dx = 0

(car jn�m est la dérivée d’une fonction qui tend vers 0 en ±•, d’où la nullité
de l’intégrale). Donc jn est orthogonale aux monômes de degré < n ; par suite,
puisque Hm est combinaison linéaire de monômes de degrés < n on aura

Z

R
Hm(x)Hn(x)e�2px2

dx = 0.

On a aussi pour m = n
Z

R
xn

jn(x)dx = n!
Z

R
j0(x)dx =

n!p
2

puisque Hn est un polyôme de degré n de coefficient dominant 4n
p

n, on aura,
Z

R
Hn(x)Hn(x)e�2px2

dx =
Z

R
Hn(x)jn(x)dx =

Z

R
4n

p

nxn
jn(x)dx =

n!4n
p

n
p

2
.
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La proposition précèdente donne une suite orthonormée de fonctions dans L2(R), en

posant hn(x) =
1
cn

Hn(x)e�px2
pour tout n � 0, où cn = n!4n

p

np
2

; ce sont les fonctions

d’Hermite. En effet, d’après la proposition 3.5.26, quand m 6= n on a

Z

R
hm(x)hn(x)dx =

Z

R
Hm(x)Hn(x)e�2px2

dx =

8
<

:
0 si n 6= m
1 si n = m.

3.5.28 THÉORÈME
La suite (hn)n2N est une base hilbertienne de L2(R).

Démonstration: Il suffit de montrer que (hn)n2N est totale.
Soit f 2 L2(R) et # > 0. Soit g : R ! C une fonction continue à support

compact telle que k f � gk2 < #

2 .
Comme x 7! g(x)epx2 est continue à support compact, il existe un polyôme P tel
que

Z

R
|g(x)epx2 � P(x)|2 dx <

#

2

4
Alors

ÅZ

R
| f (x) � P(x)e�px2 |2 dx

ã 1
2 

ÅZ

R
| f (x) � g(x)|2 dx

ã 1
2
+
ÅZ

R
|g(x) � P(x)e�px2 |2 dx

ã 1
2

.

Comme
Z

R
|g(x)� P(x)e�px2 |2 dx =

Z

R
|g(x)epx2 � P(x)|2e�2px2

dx 
Z

R
|g(x)epx2 � P(x)|2 dx,

on aura ÅZ

R
| f (x) � P(x)e�px2 |2 dx

ã 1
2  #

2
+

#

2
= #

ceci termine la démonstration puisque tout polynôme P est combinaison linéaire
de polynômes d’Hermite et donc P(x)e�px2 est une combinaison linéaire de fonc-
tions d’Hermite. ⌅

3.5.30 REMARQUE
Les fonctions d’Hermite sont des éléments de L1(R) \ L2(R).

3.5.31 PROPOSITION
On a pour tout n 2 N, bhn = (�i)nhn.
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Démonstration: On a déja vu que bh0 = h0. Supposons que bhn = (�i)nhn. Comme

hn(x) =
1

cn+1
Hn+1(x)e�px2

=
1

cn+1
(2pxhn(x) � h0

n(x)).

Alors bhn+1(y) = 1
cn+1

⇣
2p

◊�IdRhn(y) � ch0
n(y)

⌘
= 1

cn+1

⇣
2p

⇣
1

�2ip (chn)0(y)
⌘

� 2ipychn(y)
⌘
,

d’où

bhn+1(y) =
1

cn+1

⇣
i(chn)

0(y) � 2ipychn(y)
⌘

=
(�i)n+1

cn+1

Ä
h0

n(y) � 2ipyhn(y)
ä

= (�i)n+1hn+1(y).

Puisque, l’image par la transformation de Fourier de la base hilbertienne (hn)n2N est la
base hilbertienne ((�i)nhn)n2N, on déduit du théorème 3.5.24

3.5.33 COROLLAIRE
La transformation de de Fourier-Plancherel F : L2(R) ! L2(R) est un isomor-
phisme isométrique et F�1 = F et F (F ( f ))(x) = f (�x)

où F : L2(R) ! L2(R) est définie par F ( f ) := F ( f ).

Démonstration: On a pour tout f 2 L2(R), f =
X

n2N

h f , hn, ihn d’où

F ( f ) =
X

n2N

h f , hnibhn =
X

n2N

(�i)nh f , hnihn

et

F (F ( f )) = F (F ( f )) = F

Ñ
X

n2N

(i)nh f , hnihn

é
=

X

n2N

(i)n(�i)nh f , hnihn = f .

3.5.35 EXEMPLE. Soit f = e�x1R+ 2 L1(R)\ L2(R). Comme bf (y) = 1
1+2ipy 2 L2(R) \ L1(R).

La transformation de Fourier-Plancherel nous donne alors : F (F ( f ))(x) = f (�x)
i.e.

F ( bf )(x) = F

Ç
1

1 + 2ipy

å
(x) =

8
<

:
0 si x > 0
ex si x  0

(iii) h(x) = xe�x1R+ . Alors h(x) = xg(x), d’où

bh(y) = ”xg(y) =
�1
2ip

∂

bg
∂y

(y) =
�1
2ip

�2ip
(1 + 2ipy)2 =

1
(1 + 2ipy)2 .
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3.5.36 COROLLAIRE
La transformation de Fourier b : L1(R) ! C0(R) est injective.

Démonstration: Soit f 2 L1(R) telle que bf = 0. Soit fn une suite de fonctions
continues à support compact, telle que limn!+• k f � fnk1 = 0. Comme fn 2
L1(R) \ L2(R) on aura k bfnk2 = k fnk2, par suite limn!+• k fnk2 = 0.

Soit K un compacte de R, alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a

k fn.1Kk1  k fnk2.k1Kk2

et par passage à la limite on aura f1K ⌘ 0 comme K est un compact arbitraire, ceci
entraîne que f = 0. ⌅

3.5.38 REMARQUE
La transformation de Fourier b : L1(R) ! C0(R) n’est pas surjective.

En effet, soit fn = 1[�n,n] ? 1[�1,1], alors

gn = F ( fn) = F (1[�n,n]).F (1[�1,1]) =
sin(2pnx)

px
.
sin(2px)

px

d’où bgn = F (gn) = fn.

Comme pour x 2 [0, p/2],
sin(x)

x
� 2

p

, on aura

kgnk1 � 1
p

Z 1/4

0
|sin(2npx)

x
|dx � 1

p

Z (np/2)

0
|sin u

u
|du.

Cette denière intégrale tend vers +• lorsque n ! +• car la fonction u 7! sin u
u

n’est pas intégrable.
Maintenant, si la transformation de Fourier était surjective, comme elle est in-

jective et que L1(R) et C0(R) sont des espaces de Banach, elle serait, d’après le
théorème d’isomorphisme de Banach, un isomorphisme d’espace de Banach. En
particulier, la réciproque serait continue, et il existerait C > 0 telle que, pour tout
f de L1(R), on aurait k f̂ k• � Ck f k1. Mais alors, pour tout n 2 N, kgnk1 
Ck fnk•  2C, ce qui est absurde puisque limn!+• kgnk1 = +•.

En fait on a le théorème d’inversion suivant :

3.5.39 THÉORÈME (THÉORÈME D’INVERSION)
Soit f 2 L1(R) telle que bf 2 L1(R), alors ““f (x) = f (�x) µ p.p.
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3.5.40 COROLLAIRE
La transformation de Fourier b : L1(R) �! C0(R) est un monomorphisme d’al-
gèbre de Banach, où L1(R) est muni de la norme k.k1 et du produit de convolution,
alors que C0(R) est muni de la norme k.k• et de la multiplication ordinaire.

3.5.41 EXEMPLE. Si f (x) = e�|x|, alors bf (y) = 2
(1+4p

2y)2 . Comme bf 2 L1(R), on peut
appliquer le théorème d’inversion pour obtenir,

ccf (x) = f (�x) pour tout x 2 R ( car, f est continue). En utilisant la parité de f ,

on obtient l’identité :
Z +•

0

cos(2pxy)
1 + 4p

2y2 dy =
e�|x|

4
.

Transformation de Fourier en dimension quelconque

En suivant une démarche analogue, on peut définir la transformée de Fourier sur
L2(Rd) où d est un entier positif. C’est un isomorphisme isométrique de L2(Rd) dans
L2(Rd), que l’on note encore F , telle que

F � F = Id,

et si f 2 L1(Rd) \ L2(Rd), F ( f ) = f̂ est définie par f̂ (y) =
Z

f (x)e�2ipx.y dx,

où x.y désigne le produit scalaire dans Rd des vecteurs x et y.
Pour tout d-uplet a = (a1, . . . , ad) on note |a| = a1 + · · · + ad la longueur de a,

∂

a =
∂

|a|

∂xa1
1 . . . ∂xad

d
et xa = xa1

1 . . . xad
d , pour tout x = (x1, . . . , xd) 2 Rd. On obtient de

la même manière le formulaire de base,

f (x) ∂

a f (x) ( f ⇤ g)(x) f (x � a), a 2 Rd f (lx), l 2 R⇤

f̂ (y) (2 ip)|a|ya f̂ (y) f̂ (y)ĝ(y) e�2ipy·a f̂ (y)
1

|l|d f̂ (
y
l

)


